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ABSTRACT 

Upper bounds for the Jacobian determinant by holomorphic mappings 
of bounded domains D into itself were given first more then thirty years ago 
by Stefan Bergman by means of his theory of the kernel function of D. In this 
paper a different method shall be developed and distortion theorems for 
holomorphic mappings of bounded domains of a Kahler manifold M n into 
a K~daler manifold M8 shall be proved. The special cases M " =  C n (unit 
sphere of C n) and M "  = M~ =[C n shah also be considered. The proof depends 
essentially on the two Hermitian quadratic forms corresponding to the metric 
and to the Ricci tensor. The manifolds must be of negative Rioei curvature 
and fulfil two conditions given in section 4. 

1. Einleitung. In einem Aufsatz, der in der Festschrift zur Ged/ichtnis- 
feier fiir Karl  Weierstrass 1815-1965 ver~Sffentlicht wurde (x), babe ich einen all- 

gemeinen Verzerrungssatz ftir den Inhalt des durch eine holomorphe Abbildung 

w:Cn--*  M ~ der offenen Einheitskugel C~ in eine K/ihler-Mannigfaltigkeit M ~ 

erzeugten Obedagerungssttickes bewiesen, der in seiner einfachsten Form 
(n = 1,M 1 = C~) ein klassisches Ergebnis yon Schwarz und Pick (2) fiber die De- 

formation des Inhalts bei in-Abbildungen einer offenen Kreisscheibe der kom- 
plexen Ebene als Spezialfall enthalt. Sowohl der allgemeine als auch der see- 
ben erw~hnte Satz yon Schwarz und Pick h~ingen mit S/itzen zusammen, die 
S. Bergman als erster vor mehr als dreissig Jahren mit Hilfe seiner Theorie der 
Kernfunktionen (3) bewiesen hat, und welche erstmalig die Bedeutung der K/ihler- 
schen Metrik ftir eine Reihe von Problemen der komplexen Analysis, insbesondere 
bei der Abbildung von Gebieten des n-dimensionalen komplexen Raumes C ~ 
eindrucksvoll demonstrierten. Die Bedeutung der nachfolgenden Entwicklungen 
liegt weniger an den Ergebnissen (mindestens an einem Teil derselben) als in 

der verwendeten, mehr differentialgeometrischen Methode. Diese Methode, 

deren Ursprung in dem einfachen Fall n = 1 auf  Ahlfors (4)zuriickgeht, dtirfte 

Received February 23, 1967, and in revised form March 26, 1967. 
(1) Man vgl. [5]. 
(2) Man vgl. [51, S. 478 f. 
(3) Man vgl. etwa [2], S. 138 ft. Die Original-Abhandlungen yon Bergman sind tiber einen 

grossen Zeitraum verteilt. Der Leser findet die meisten am Ende von [2] zusammengefasst. 
(4) Man vgl. [1] und eventuell auch [5]. 
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insofern noch yon Interesse sein, als sic nicht nur den Begriff der K/ihlerschen 
Metrik gleich zu Anfang in Anspruch nimmt, sondern auch dafiir, dass fie die 
Bedeutung des Ricci-Tensors fiir die in Frage kommenden Probleme ins rechte 
Licht riickt. 

Die Nummer 2 enth~ilt Beweise yon Hilfss~itzen, die ich in meiner eingangs 
dieser Note zitierten Arbeit mit Riicksicht auf den mir dort zur Verfiigung stehen- 
den Raum nur kurz bzw. andeutungsweise entwickeln konnte. In den Nummern 
3 und 4 werden drei Verzerrungss~itze bewiesen, die s~imtlich Abbildungen yon 
Gebieten yon C" durch Systeme von n holomorphen Funktionen betreffen. 

2. Vorbereitende Tatsachen und Hilfssiitze. Im folgenden soll ~'k (k = 1 , ' " ,  n) 
die zu der Zahl Zk konjugierte Zahl bedeuten. Die Ver/inderlichen z k und 
~'k (k = 1,..., n) definieren einen n-dimensionalen Hermiteschen Raum H". Schreibt 
man zk = x t  + iyk ,  Y'k = Xk --  iy~, SO ist H n dem Raum R 2n ~iquivalent. 

HmrSSATZ 1. Es sei fiir i, k =  1, . . . ,n 

110 ( i = k )  
6~k = (i ~ k ) .  

Sind dann z l , . . . , z ,  und 2 beliebige komplexe Zahlen, so gilt die Gleichung 

(2.1) 16, +xz,e l-- l+2(Zlel+...+z.e.)=l+&llzU 2. 
Dabei bedeutet [ 6ik + Xz,e l die Determinante der Matrix (6~k + 2zfik) (i, k = 1, ..., n). 

Beweis. Man setze A(2) = 161k + Azfi'k ]. Dann ist A"(2) = 0 und somit A 
eine lineare Funktion yon A. Das liefert leicht die Gleichung 

0 Z 1 "" Zn 

(2.2) A(A) = 1 - 2 zl 1 ... 0 = 1 + Xllzll 2 
... 

~,, 0 ... 1 

HILFSSATZ 2. Man setze fi ir U z I1 < 1 

(2.3) Vo = Vo(z,Y.) = log (1 - II z I1 ) - ,  

Dann geniigt Vo der partiellen Differenzialgleichung 

I = exp[(n + 1)Vo]. 
~2V o 

(2.4) ~z~a~k 

O2Vo (5) 
Dabei bedeutet links die Determinante der Gr~ssen ~ . 

Bewds. Es ist 

(5) Man vs1. [71 trod [5]. 
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~2V 0 1 ( ~ , Z k )  

Oz,a~ k - 1 -- I1 z II 5 ~,k + a - II z II 2 

Das  liefert die Gleichung 

2 02Vo ZiZk 1 
](1- IIz ) ~ ] =  ]~,k +1-~zll 2 - 1 - H z  [12 

HmFSSATZ 3. Die quadratische (Hermitesche) Form(6)  

~2Vo r7 (2.5) ~ k ~ k  ((i , '" ,  (n komplex) 

ist in jedem Punkt  z = (z i, . . . ,z ,)  mit II z II < 1 positiv definit. 

Beweis. Es sei 

~ (1___ m _ < ~ )  

derjenige H a u p t m i n o r  der linken Seite yon (2.4), der die Ver~nderlichen z 1, "", zm 
~, "",~m enth~lt. Wegen 

CS'k + 1 - I I  = I1 '~ m= 1 + ]  l [  5 

mit  II ~ 1t2- = z ~  + ,  + z j .  findet m a n  

[ a~ro 1 -  H~_II~ + I _ ~  
. -  ( ~ _  I !z l l~ r+ ,  • 

M a n  setze jetzt  Wk = Uk + irk, ff'k = Uk -- irk mit  reellen Uk, Vk, und betrachte die 
Punkte  (xl ,  "",xn, y l ,  " " ,y , )  bzw. (ul,. . . ,u,, ,v~,.. . ,v~) yon R 2~. Es wird sich 

nun da rum handeln,  die Trans fo rmat ion  des Inhal tselements  [dx~, ..., dy,,] durch 

die Abbi ldungafunkt ionen Wk ZU best immen.  Der  Beweis des nachfolgenden 
Satzes verwendet  die klassische Theorie  der /iusseren Mult ipl ikat ion von Dif- 
ferent ia l formen von E. Car tan  (7): 

HmFSSATZ 4. Es sei w~,. . . ,w, holomorph in der Umgebung des Punktes 
z=(zx , . . . , z , , )  yon C~. Man bilde f i ir  k = 1 , 2 , . . . , n  die Differentialformen 

(6) Nach dem Vorbild der Tensorrechnung soll stets tiber einen zweimal auftretenden 
(stummen) Index yon 1 bis n summiert werden. Eine entsprechende Vorschrift soll ftir Paare von 
zweimal auftretenden Indizes gelten. Hierbei wird ein Unterschied zwischen oberen und unteren 
Indizes nicht gemacht. Eine quadratische Form 

Hc(~, ~) = c,k~,~ ( i , k  = 1,... ,n) 
heisst Hermitesch, wenn cg~ = ~ ist. Sie heisst positiv definit, wenn aus II ~ II > 0 stets 
Hc(~, ~) > 0 folgt. Ftir den Beweis des Hilfssatzes 3 vgl. man noch [7] und [5]. 

(7) Man vgl. etwa [4] und [6]. 
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(2.6) dwk = aWk. 
f lk ldZl  a z l  

und 

(2.7) d~k = X --~--a l =  audzt 
/ = 1  v z  t 

mit 

Dann gilt die Gleichung 

~k = ~k (~1,'",~.). 

[July 

1. crAft = - f l A i r ,  ~ A ~ = O  
2. o~ A Cfl = C(ct A fl) (C-Konstante) 
3. ~ A ( f l A ~ )  = (aAfl)  A~? 
4. ~A(f l  +~') = (otAfl)+(ctAy) .  

Das liefert vorerst die Gleichungen 

fi Adw~= [a,~l h Adz~ 
1 1 

und 

also 
1 1 

h Adw,,A h Ad~V~=la,,l'la,~lff-I Adz~A fl Ad~,. 
1 1 1 i 

Andererseits ist wegen 

dx, A dxk = - dXk A dx,, dy, A dYk = 

und 

und 

- dYk A dx~ 

dxi A dYk = - dYk A dxi 

" f i  f i  " 1-I A dzk A A d~'~ = ( - 2 i )  ~ A dx~ A I-I A dy~ 
1 1 1 1 

f i  A dwkA f i  A df'k = ( -2 i ) "  f i  A du~ A f i  A dv~. 
1 1 1 1 

(2.8) [dUl,...,dv,] = ]a,,] ]d,k] [dxl , . . . ,dy,] .  

Dabei bedeuten [ a,k [ bzw. [ d~k [ die (konjugiert komplexen) Determinanten der 
ark bzw. ~ .  

Beweis. Nach Definition hat die ~iussere Multiplikation A der Elemente 
~,fl,~, ... eines Vektorraumes V tiber einen K0rper R die Eigenschaften: 
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Das beweist die Gleichung (2.8)(8). In folgenden werden die eckigen Klammern 
in (2.8) mit den Masselementen ( > 0!) der entsprechenden R/iume identifiziert 
werden. 

HILFSSATZ 5. Es seien 

Ha(z, z.) = aikZfik (ak~ = die) 

n R z ,  2) = b~::k  (b~ = b~) 

zwei (Hermitesche) positiv definite Formen, mit den (positiven) Determinanten 
]a,~ l, ]b,k l" Dann folgt aus 

(2.9) Hb(z,~) < na(z,~.) (zen")  

die Ungleichung 

(2.10) Ib,,I _<__ la,~ I 

Beweis. Wir gehen v o n d e r  Tatsache aus(9),  dass man jede positiv definite 
Hermitesche Form 

nc(z ,~)  = c~::~ (cki = 6~) 

durch eine (unit~ire) Transformation 

(2.11) z, = Pik(k  

und 

ff~kPi! = ¢~kl 

(i,k = 1,...,n) 

= {10 ( k = / )  
( k ~  t) 

in die (Normal-) Form 

bringen kann. Man betrachte das Integral 

Qc = f exp {-nc(z,~)) [dxl ... dyn] 

erstreckt fiber den gesamten Raum H n, und beachte, dass allgemein 

f+oo ~,lz 
_ exp{-2xZ}dx - 21/2 (2>0)  

gilt. Das liefert unter Heranziehung des Hilfssatzes 4 und der Tatsache, dass 

(s) Ftir n = 2 finder sich diese Gleichung in einer Arbeit von P. J. Myrberg. Man vgl. [8]. 
(9) Man vgl. etwa [9]. In diesem Buch (S. 169 If) lindet man eine vollst,~ndige Theorie der 

Hermiteschen Formen, sowie eine Darstellung des (klassischen) Beweises des Hilfssatzes 5 mit 
Hilfe einer gleichzeitigen tJberftilarung von Ha(z  , ~,) wad Hb(Z , ~,) in die Norraalform. 
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ist, die Gleichung 

QO = n"/21 • 22"'" 2,, 

QC m 

~, "" ;~ I c,~ [ " 

Gilt nun (2.9), so ist Q~ < Qb und mithin gilt die Ungleichung 

~n ~n 

la,  I-= Ib, l" 
Das licfert die Ungl¢ichung (2.10). 
Der Hilfssatz 5 gilt offenbar auch dann, wenn dic (Hcrmitesche) Form Hb(z,~ ) 
positiv semi-definit (d.h. ~ 0) ist. Es gent~gt in der Tat die (posifiv) def inhe  
Form H~,(z,~), Hb.(Z,~) mit 

a'i~ = ask + 26a~, b'ik = bik d- ~ik F, 

zu betrachten and in der Ungleichung I b',k [ __< [a'ik [ ,e  gegen Null konvergieren 
zu lassen. 

Von der Ungleichung (2.10) wird in den n[ichsten Nummern Gebrauch gemacht. 

3. Beweis eines Satzes von S. Bergman. Man setze 

(3.1) 

und 

Vo = Vo( Z, ~) = log 
1 

1 - 11 w II 

J = I ~-~Zk ]aW~ (Jacobische Funktionaldeterminante). 

Dann wird wegen 

~2V 0 ~2V 0 ~W/, ~1~ v 

az~a~k aw~a~, ~z I a~ k 

02V0 02Vo 
Ow~Og, k 

02V0 [J[2 a [ 2 1)Vo ] 

fir jeden Punkt (z, ~) yon C~. Da noch 

~2 02 
Oz-~,loglJ[2 = Oz,O~ log(J J) = 0 

gilt, so geniigt die Funktion 
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V 1 = log Isis  
(1 -- {I W 1{2)n+l 

der partiellen Differentialgleichung 

(3.2) ] o2V1 [I = ( n + l ) " e x p V  l = A n e x p V  1. 

Es bezeichne jetzt r eine positive Zahl zwischen 0 and 1. Man setze fiir II z II < r  
(kurz z e C,) 

r z 
U, = log 

( :  -[I z D.+I 
und beachte, dass U, der partiellen Differentialgleichung 

(3.3) I 02U" [I = ( n + l ) " e x p U '  

geniigt. Es wird sich jetzt darum handeln zu zeigen, dass 

(3.4) Vx =< U, 

in C, und somit auch 1,'1 < U1 in C. gilt. 
Man setze¢ = 1"1 - U, und nehme an, die Menge 

E, = {z: zeC,, ~ > 0 }  

sei nicht leer. Dann liegt (wegen U, = + oo auf II z I[ = r) die abgeschlossene 
Hiille/~, yon E, ebenfalls in C, und somit besitzt ~b ein Maximum in einem Punkt 
von E,, etwa im Punkt (Zo, 5o). Nun gilt der Satz: 

HILFSSATZ 6. Hat d/ ein Maximum in zeE, ,  so gilt dort die Ungleichung 

(3.5) 0z~k  t~k < 0. 

Dabei sind die ~ willkiirliche komplexe Zahlen. 

Beweis. Man sehreibe ~k + ir/k (mit reellen ~k, qk) fik ~ und beachte, dass 

~k + r/k ~ k ~  + k ~ (keine Summation) 

also 

) 
k = I \ OZk ~Zk " 

Erreicht nun ~ in z o sein Supremum, so muss dort bei beliebiger Wahl der (k 
die Ungleichung 



164 A. DINGHAS 

gelten. Daraus folgt wegen 

DgO + D2;O = 4 02~p 

die Behauptung (3.5). 
Nachfolgender Hilfssatz gestattet die Anwendung des Hilfssatzes 5: 

HILFSSATZ 7. Man setze 

1 
Vo = l og  1 - Ilwll 2 

Dann ist die (Hermitesche) quadratische Form 

O2Vo 

positiv definit. 

Bewds. 
system 

nichttriviale L~Ssungen in E,. Nun ist 

02Vo 02110 Ow. ~ ,  

und somit 

[July 

Da in E, die Ungleichung I JI > 0 gilt, hat das lineare Gleichungs- 

o e vo 02110 

Das beweist (mit Rticksicht auf den Hilfssatz 3) die Behauptung. 
Nach diesen Vorbereitungen kann die Ungleichung (3.4) folgendermassen 

bewiesen werden: 
Aus (3.5) folgt (in Zo) 

02V1 r ~ 02U, " 

und somit nach dem Hilfssatz 5 d.h. der Ungleichung (2.10) 

I 02V1 02Ur 
- -  ~ " 

Das liefert wegen (3.2) und (3.3) die Ungleichung 
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exp V1 -<_ exp U,, 

d.h. 1/'1 < U, in (Zo, ~'o), was gegen die Voraussetzung ist. Somit gilt VI < U, 
in C,, also auch V 1 =< Ut in C, (lo). 

Somit ist folgender Satz bewiesen worden: 

SATZ 1. Es bezeichne w:C,~  C, eine holomorphe Abbildung der Einheits- 
kugel 

(3.6) C, = {z: llzl[ < I} 

mit z = (zl, "", z.), [l z [l 2 = zj~('1), dutch die (in C.holomorphcn) Funktionen 

(3.7) Wk = Wk (Zl, ...,Z,). 

Dann gilt in jedem Punkt yon C, die Ungleichung 

- -  llz 1 
Dabei bedeutet links den Betrag der Jacobischen Funktionaldeterminante der 
w~ nach den Ver~nderlichen zk. 

Die Ungleichung (3.8) und somit der Satz 1 wurde unter Heranziehung der 
Theorie der Kernfunktionen erstmalig yon S. Bergman im Jahre 1936 bewiesen (15). 

Aus dem Satz 1 kann man unter Heranziehung klassischer ttilfsmittel der 
Mass- und Integrationstheorie ohne Schwierigkeit folgenden Satz beweisen: 

SATZ la. Es bezeichne.4 eine messbare Teilmenge yon C. und w(A) die durch 
die Abbildung 

(3.9) w: C.~C. 

erzeugte Uberlagerungsmenge. Dann gilt die Ungleichung 

(3.10) f .  [dul...do.] fA [dxl""dY'] 
,A) (1 Z ~ [ ~ t  --< (1 - II~D,+ ~" 

Der Bcwcis dcr Ungleichung (3.10)siitzt sich auf folgcnde Eigenschaften der 
Abbildung w:C. ~ C. (die hier als nicht konstant vorausgcsetzt wird): 

(10) Der Gedanke, das Schwarzsche Lemma (n ---- 1) mit Hilf¢ der Poincar6-Picardschcn 
Differentialgloichung Au = 4 exp (2u) zu beweisen (und zu vcrallgemeinem) geht auf Ahlfors [1] 
zuriick. Die Bergmansche Theorie der Kernfunktionen wiirde zunichst zu demselben Resultat 
ftihren. 

(~i) Man vgl. Fussn. 6). 
(12) Den Hinw¢is, dass dcr Satz I sich dirckt aus der Thcoric der Bcrgmanschen Korn- 

funktionen, dutch Botrachtung der Kernfunktion von Cn und Anwcndung der Unglcichung (5.7) 
von [3l, ableiten l~Isst, verdanko ich eincr Mitteilung yon Horrn M. Sehiffer. 
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1. Die Teilmenge von C,, auf der J verschwindet, hat das (n-dimensionale) 
Mass Null. 

2. Auf der iibrigen Teilmenge von w(A) ist die Abbildung A ~ w(A) lokal 
ein-eindeutig und lokal dehnungsbeschr~inkt (~a). 

3. Es sei K eine messbare Teilmenge von A, auf der dieAbbildung w: A ~ w(A) 
ein-eindeutig und dehnungsbeschr~inkt ist. Dann gilt die Gleichung 

(3.11) fw(K) ( ~d~ul "'" dl)n] ]JI 2 __r-. 
w [ ~  -+' = fK (1--~w~2) "*'[ax' ' ' 'dy"]" 

Der Leser findet in [6] die der Gleichung (3.11) zugrundeliegende allgemeine 
Transformation eines Lebesgueschen Integrals hinreichend begriindet. 

4. Allgemeine Verzerrungssgitze. Mit Riicksicht darauf, dass der Satz 1 
Spezialfall eines allgemeineren Satzes yon S. Bergman ist(~4), stellt sich die Frage, 
inwieweit das in 3 entwickelte Verfahren verallgemeinert werden kann. Dass 
dies tats~chlich der Fall ist, soll hier kurz gezeigt werden. 

Es bezeichne M" einen K~ihlersche Mannigfaltigkeit(~s) mit der quadratischen 
Grundform 

(4.1) 

und 

ds 2 =2g~adz~d~p (~ , f l=  1,. . . ,n) 

~2 0 
(4.2) g'P - Oz, 0~.~' 

wobei • eine reelle (viermal stetig differenzierbare) Funktion von z and ~ ist. 
Dabei wird z als lokaler Parameter mit den iiblichen Transformationsregeln bei 
dessert ~,nderung aufgefasst. Sehreibt man fl fiir fl und deutet man ~p dureh 
~'¢ ~ zp, so gelten die Beziehungen 

z-~--, zp, g,~ = g~,, g~p = g,p ( 6 ) .  

Wichtig ffir die nachfolgenden Entwieklungen ist der Begriff des Ricci-Tensors 
(R,~), der durch die Metrik (4.1) gegebenen Kahlerschen Mannigfaltigkeit. 
Es bezeichne I g, p l die (positive) Determinante der g~p. Dann gilt die Gleichung 

0z 
(4.3) R,p = 0z-~F.,p' l°glg'i~l(aT)" 

(13) Man vgl. etwa [6], S. 285 ft. 
(14) Man vgl. etwa [2], S. 139 if, und [31 S. 95. 
(15) Die Definition der analytischen Mannigfaltigkeit vonder komplexen Dimension n 

sowie der K~ihlerschen Mannigfaltigkeit finder der Leser in [10]. 
(16) Man vgl. [10], S. 120 ft. 
(17) Man vgl. [101, S. 126. 
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Mit Hilfe des Ricci-Tensors (R~p) wird die Ricci-Kriimmung in jedem Punkt 
von M" durch den Ausdruck 

(4.4) M - R~lJdz'd~B 
g, ijdz, d~p 

definiert (18). Fiir den Fall M " =  C, und die Wahl 

0 2 1 
(4.5) g~ = ~ log 

Oz,O   x -  II zll 2 
(Poincar6-K/ihler Metrik yon C,) gilt offenbar die Gleichung 

02 1 
(4.6) [ - R ~ [  = I ~ l ° g ( 1 - 1 f z I I 2 ) " + f  I = [ ( n + l ) g ' [ "  

In diesem Falle hat bekanntlich die Ricci-Kriimmung yon C, einen vom Punkt 
unabhangigen konstanten Wert (Einstein-Mannigfaltigkeit). 
Man nehme jetzt an, es existiere auf M" eine Metrik 

ds 2 = 2~t~dz~dzl~ (4.7) 

mit den Eigenschaften: 
1. Es ist 

(4.8) 

2. Es ist 

(4.9) 

02 

az,a~ - -  log I g,,I = - (" + 1)~,~. 

l i m l ~  I = + oo, 

wenn der in Frage kommende Punkt von M" gegen den Rand F yon M" kon- 
vergiert. 

Dann kann zunfichst folgender Verzerrungssatz bewiesen werden: 

SATZ 2. Es bezeichne Mg eine Kgihler-Mannigfaltigkeit mit der Metrik  

(4.10) ds 2 = 2 g~pdw~dwp . 

Man nehme an, (4.10) habe in jedem Punkt die Eigenschaften 

1. - R~B dw~dw~ > O. 

2. I-e= l ~ a ,  lg,pl (A, = ( n +  1)"). 

Dann gilt f i ir die holomorphe Abbildung w: M" ~ M"o die Ungleichung 

(4.11) Ig,,l Isl 2 = 

(x8) Man vgl. [10], S. 23. 
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sofern diese als Grenzwert yon holomorphen Abbildungen fk:M"~M"o 
(k = 1,2, ...) aufgefasst werden kann, mit der Eigenschafi, dass die abgeschlos- 
sene Hiille der durch die fk vermittelten Abbildungsmengen f~(M ~) s~mtlich 
in M"o liegen. 

Beweis. Man ¢rsetze die w~ und wk in den g~y dureh wk(zl,...,z,)bzw. 
ff,~(2~, ...,~) und bilde die Funktion 

u -- loglg ,v l  + log lS l  2 

zun/ichst unter der Annahme, dass die Abbildungsmenge w(M") die Eigenschaft 

(4.12) w(M") c M"o 

besitzt. Dann gilt zun/ichst (mit Riicksicht auf die Entwicklungen yon 3 und die 
Voraussetzung 2) 

(4.13) Oz~O~p ~ A, exp U (J ~ 0). 

Andererseits geniigt die Funktion V=  log[~,~[ der Differentialgleichung 

(4.14) [ 02V ]1 = An exp V 

und dies liefert den Zugang zu dem Beweisgang yon 3. Denn die Voraussetzung 
(4.12) siehert, dass das Supremum yon ~b = U -  V in einem Punkt zo yon M ~ 
angenommen wird. Andererseits kann in diesem Punkt (wegen [J [ > 0, der Be- 
dingung 2 und dem Hilfssatz 6) unm~Sglich U -  V > 0 gelten. Das beweist die 
Behauptung for jede Abbildung w mit der Eigenschaft (4.12). Der allgemeine 
Fall erledigt sich durch Verwendung der Abbildungsfolge (fk) und Grenziiber- 
gang k -* + oo. 

Ist M" konvex, so fiihrt die Betrachtung yon konvexen (abgeschlossenen) 
Aussch~Spfungsmannigfaltigkeiten, ~ihnlich wie beim Fall der Kugeln C, zu einem 
direkten Beweis yon (4.11). Wir gehen darauf nicht n~iher ein. 

Ist M" = C,, so liefert der Satz 2 unter Zugrundelegung der Poinear6-K/ihler 
Metrik 

= 1°g i -Itz  
den Satz: 

SATZ 3. Fiir jede Kahlersehe Metrik (4.10)yon Mg mit den Eigenschaften 
1 und 2 und jede holomorphe Abbildung w: C, ~ M"e gilt die Ungleichung 

(4.15) Ig,,I Isl '  z (1 -  Ilzll') -<'÷'. 
Dass sowohl aus (4.11) wie aueh aus (4.15) ~thnliehe S/itze wie der Satz la folgen, 
ist wohl trivial und boclarf hier keiner weiteren Erlauterung. 
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Es diirfte wohl yon Interesse sein, festzustellen, inwieweit die yon S. Bergman 

mit Hilfe der Theorie der Kernfunktionen begriindeten S/itze sich mit den bier 

durch differentialgeometrische Methoden bewiesenen S~itzen decken. Das ist eine 

Frage, auf die zun/ichst umso weniger eine Antwort  gegeben werden kann, als 
mir bisher die Bergmannsche Theorie nur in allgemeinen Ztigen bekannt war. 

Herrn Prof. M. Schiffer habe ich hier dafiir zu danken, dass er reich auf  die be- 
treffende Stelle im Bergmanschen Buch aufmerksam gemacht hat. 
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